
Ëåêöèÿ 10
Ò�ÅÓ�ÎËÜÍÛÅ ÝËÅÌÅÍÒÛ ÂÛÑÎÊÎ�ÎÏÎ�ßÄÊÀ.Ï�ßÌÎÓ�ÎËÜÍÛÅ ÝËÅÌÅÍÒÛÂ ëåêöèè 8 ïðè ïîñòðîåíèè ÌÊÝ äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà íà ïëîñêîñòèáûëè èñïîëüçîâàíû ïðîñòåéøèå òðåóãîëüíûå êîíå÷íûå ýëåìåíòû ñ òðåìÿóçëàìè â âåðøèíàõ è ëèíåéíûìè �óíêöèÿìè �îðìû. Áóäåì èõ íàçûâàòüëèíåéíûìè òðåóãîëüíûìè ýëåìåíòàìè. Ýòè ýëåìåíòû ÿâèëèñü îáîáùå-íèåì íà äâóìåðíûé ñëó÷àé äâóõòî÷å÷íûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ èç ëåê-öèè 3, îáðàçóþùèõ êîíå÷íîýëåìåíòíîå ïðîñòðàíñòâî êóñî÷íî-ëèíåéíûõíåïðåðûâíûõ �óíêöèé Sh

1 . Â ëåêöèè 6 ìû óâèäåëè, ÷òî �óíêöèè �îðìûêîíå÷íîãî ýëåìåíòà ìîãóò áûòü íå òîëüêî ëèíåéíûìè, íî è êâàäðàòè÷-íûìè è âîîáùå ïîëèíîìèàëüíûìè. Äëÿ îïèñàíèÿ ýòèõ ýëåìåíòîâ ïîòðå-áîâàëîñü ëèøü ââåäåíèå äîïîëíèòåëüíûõ óçëîâ ñ ñîõðàíåíèåì óçëîâ íàêîíöàõ ýëåìåíòîâ, ÷òî îáåñïå÷èëî íåïðåðûâíîñòü ïðèáëèæåííîãî ðåøå-íèÿ. Òî÷íî òàêàÿ æå ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî è â äâóìåðíîì ñëó÷àå. Òðå-óãîëüíûå ýëåìåíòû ìîãóò áûòü íå òîëüêî ëèíåéíûìè, íî êâàäðàòè÷íûìè,êóáè÷íûìè è ò.ä. È çäåñü äëÿ èõ îïèñàíèÿ òðåáóåòñÿ ââåäåíèå äîïîëíè-òåëüíûõ óçëîâ. Òàê êàê, íàïðèìåð, êâàäðàòè÷íàÿ �óíêöèÿ íà ïëîñêîñòèîäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè çíà÷åíèÿìè â øåñòè òî÷êàõ, íèêàêèå÷åòûðå èç êîòîðûõ íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, òî óçëû êâàäðàòè÷íîãîòðåóãîëüíîãî ýëåìåíòà ìîæíî ðàñïîëîæèòü â âåðøèíàõ òðåóãîëüíèêà è âñåðåäèíàõ åãî ñòîðîí. Êàê è â ñëó÷àå êâàäðàòè÷íûõ ýëåìåíòîâ íà îòðåçêå127



128 Ëåêöèÿ 10(ëåêöèÿ 6), ðàñïîëîæåíèå óçëîâ â ñåðåäèíàõ ñòîðîí íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõî-äèìûì, íî óäîáíî ñ òî÷êè çðåíèÿ ñèììåòðèè. Óáåäèòåñü, ÷òî ðàñïîëî-æåíèå óçëîâ â âåðøèíàõ òðåóãîëüíèêà è ïî îäíîìó íà êàæäîé ñòîðîíå� åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü îáåñïå÷åíèÿ íåïðåðûâíîñòè êîíå÷íîýëå-ìåíòíîãî ïðîñòðàíñòâà êóñî÷íî-êâàäðàòè÷íûõ �óíêöèé.1. Êâàäðàòè÷íûå è êóáè÷åñêèå òðåóãîëüíûå ýëåìåíòûÏóñòü óçëû òðåóãîëüíîãî ýëåìåíòà ïðîíóìåðîâàíû êàê íà ðèñ. 1.Ïîñòðîèì åãî �óíêöèè �îðìû.
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�èñ. 1 �èñ. 2Ïîñêîëüêó êàæäàÿ �óíêöèÿ �îðìû îòëè÷íà îò íóëÿ ëèøü â îäíîìóçëå è òàì ïðèíèìàåò çíà÷åíèå åäèíèöà, òî, íàïðèìåð, ϕ1 äîëæíà
1◦ îáðàùàòüñÿ â íóëü â óçëàõ 2, 5 è 3,
2◦ îáðàùàòüñÿ â íóëü â óçëàõ 4 è 6,
3◦ áûòü ðàâíîé åäèíèöå â óçëå 1.Äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ óñëîâèé 1◦ äîñòàòî÷íî, ÷òîáû â ïðåäñòàâëåíèå ϕ1ïðèñóòñòâîâàë ìíîæèòåëü ζ1 (áàðèöåíòðè÷åñêàÿ êîîðäèíàòà � ñì. ëåê-öèþ 8). Óñëîâèå 2◦ áóäåò âûïîëíåíî, åñëè â ïðåäñòàâëåíèå ϕ1 ïðèñóò-ñòâóåò ìíîæèòåëü (ζ1 − 1/2). Òåïåðü îñòàëîñü äîìíîæèòü ïðîèçâåäåíèå

ζ1(ζ1 − 1/2) íà ïîñòîÿííóþ, ÷òîáû óäîâëåòâîðèòü 3◦. Ïîñêîëüêó áàðèöåí-òðè÷åñêèå êîîðäèíàòû ñóòü ëèíåéíûå �óíêöèè äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò xè y, òî ïîñòðîåííîå ïðîèçâåäåíèå åñòü êâàäðàòè÷íàÿ �óíêöèÿ è ñëåäîâà-òåëüíî ϕ1 = 2ζ1(ζ1 − 1/2). Àíàëîãè÷íî íàõîäèì, ÷òî
ϕi = 2ζi(ζi − 1/2), i = 1, 2, 3. (1)



2. Ìàòðèöû æåñòêîñòè êâàäðàòè÷íîãî ýëåìåíòà 129Ñ îñòàëüíûìè �óíêöèÿìè �îðìû åùå ïðîùå: êàæäàÿ èç íèõ äîëæíàîáðàùàòüñÿ â íóëü íà äâóõ ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà, íå ñîäåðæàùèõ óçëà,îòâå÷àþùåãî ýòîé �óíêöèè. Ïîýòîìó
ϕ4 = 4ζ1ζ2, ϕ5 = 4ζ2ζ3, ϕ6 = 4ζ3ζ1. (2)Òî÷íî òàê æå ñòðîÿòñÿ êóáè÷åñêèå òðåóãîëüíûå ýëåìåíòû, ÷èñëî óçëîâêîòîðûõ äîëæíî áûòü ðàâíûì äåñÿòè. �àñïîëàãàþòñÿ óçëû ñëåäóþùèìîáðàçîì: â âåðøèíàõ òðåóãîëüíèêîâ, ïî äâà íà ñòîðîíàõ è îäèí âíóòðè.Èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè íà êàæäîé ñòîðîíå óçëû öåëåñîîáðàçíî ðàñ-ïîëîæèòü ðàâíîóäàëåííûìè, à âíóòðåííèé óçåë � â öåíòðå òÿæåñòè òðå-óãîëüíèêà. Òàêîå ðàñïîëîæåíèå óçëîâ èçîáðàæåíî íà ðèñ. 2. Î÷åâèäíî,÷òî ïåðâûå òðè �óíêöèè �îðìû çàäàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

ϕi = 9/2ζi(ζi − 2/3)(ζi − 1/3), i = 1, 2, 3.×òî êàñàåòñÿ, íàïðèìåð, ϕ4, òî îíà äîëæíà îáðàùàòüñÿ â íóëü íà ïðÿìûõ,ñîäåðæàùèõ èçîáðàæåííûå íà ðèñ. 2 æèðíûìè ñïëîøíûìè ëèíèÿìè îò-ðåçêè, à ϕ10 äîëæíà îáðàùàòüñÿ â íóëü íà âñåõ ñòîðîíàõ. Ïîýòîìó
ϕ4 = 27/2ζ1ζ2(ζ1 − 1/3), ϕ5 = 27/2ζ1ζ2(ζ2 − 1/3),

ϕ6 = 27/2ζ2ζ3(ζ2 − 1/3), ϕ7 = 27/2ζ2ζ3(ζ3 − 1/3),

ϕ8 = 27/2ζ3ζ1(ζ3 − 1/3), ϕ9 = 27/2ζ3ζ1(ζ1 − 1/3),

ϕ10 = 27ζ1ζ2ζ3.2. Ìàòðèöû æåñòêîñòè êâàäðàòè÷íîãî ýëåìåíòàÂû÷èñëèì ìàòðèöó æåñòêîñòè êâàäðàòè÷íîãî òðåóãîëüíîãî ýëåìåíòà,îïðåäåëÿåìóþ áèëèíåéíîé �îðìîé
∫

e(i)

[∇vh]T [∇uh]dxdy,ò.å. îòâå÷àþùóþ îïåðàòîðó Ëàïëàñà. Ïóñòü (xj, yj) � äåêàðòîâû êîîð-äèíàòû j-îé âåðøèíû òðåóãîëüíèêà e(i) (ñì. ðèñ. 1), S � ïëîùàäü ýòîãî



130 Ëåêöèÿ 10òðåóãîëüíèêà, à Φ(i) = [ϕ1, . . . , ϕ6] - ìàòðèöà �óíêöèé �îðìû ýëåìåíòà
e(i) . Èç (1), (2) ñ ó÷åòîì (8.14) íàõîäèì, ÷òî

∂ϕj

∂x
=

aj

2S
(4ζj − 1),

∂ϕ3+j

∂x
=

2

S
(aj+1ζj + ajζj+1),

j = 1, 2, 3, (3)ãäå ñîãëàñíî (8.13), (8.15) aj = yj+1 − yj+2, à ñóììèðîâàíèå â èíäåêñàõ ó
ζj, aj, yj îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ìîäóëþ òðè. Ïîýòîìó

[
∂Φ(i)

∂x

]T [
∂Φ(i)

∂x

]
=




A11 A12 A13 C112 C123 C131

A22 A23 C212 C223 C231

A33 C312 C323 C331

B11 B12 B13

B22 B23

B33




,

ãäå
Akl =

akal

4S2
(4ζk − 1)(4ζl − 1),

Bkl =
4

S2
(akζk+1 + ak+1ζk)(alζl+1 + al+1ζl),

Cjkl =
aj

S2
(4ζj − 1)(akζl + alζk) = Cjlk.Èñïîëüçóÿ �îðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ áàðèöåíòðè÷åñêîãî îäíî÷ëåíà (8.17),íàõîäèì, ÷òî

∫

e(i)

Akkdxdy =
a2

k

4S2

∫

e(i)

(4ζk − 1)2dxdy =
a2

k

4S2

∫

e(i)

(16ζ2
k − 8ζk + 1)dxdy =

a2
k

4S
,

∫

e(i)

Akldxdy =
akal

4S2

∫

e(i)

(16ζkζl − 4ζk − 4ζl + 1)dxdy = −akal

12S
, k 6= l.Äàëåå, ïðè j = k 6= l

∫

e(i)

Ckkldxdy =
ak

S2

∫

e(i)

(4akζkζl − akζl + 4alζ
2
k − alζk)dxdy =

akal

3S
,



2. Ìàòðèöû æåñòêîñòè êâàäðàòè÷íîãî ýëåìåíòà 131à ïðè j 6= k 6= l 6= j

∫

e(i)

Cjkldxdy =
aj

S2

∫

e(i)

(4akζjζl − akζl + 4alζjζk − alζk)dxdy = 0.Íàêîíåö,
∫

e(i)

Bkkdxdy =
4

S2

∫

e(i)

(akζk+1 + ak+1ζk)
2dxdy =

2

S
(a2

k + a2
k+1 + akak+1) =

=
1

S
(a2

k + a2
k+1 + (ak + ak+1)

2) =
(a2

1 + a2
2 + a2

3)

S
,èáî ñîãëàñíî (8.16) a1 + a2 + a3 = 0, à

∫

e(i)

B12dxdy =
4

S2

∫

e(i)

(a1ζ2 + a2ζ1)(a2ζ3 + a3ζ2)dxdy =

=
1

3S
(a1a2 + a2

2 + 2a1a3 + a2a3) =
2a1a3

Sè ïîýòîìó
∫

e(i)

B13dxdy =
2a2a3

S
,

∫

e(i)

B23dxdy =
2a1a2

S
.Èòàê, ìàòðèöà æåñòêîñòè êâàäðàòè÷íîãî òðåóãîëüíîãî ýëåìåíòà, îòâå-÷àþùàÿ áèëèíåéíîé �îðìå ∫

e(i)

∂vh/∂x ∂uh/∂xdxdy, åñòü
K(i)(a) =

1

12S
×

×




3a2
1 −a1a2 −a1a3 4a1a2 0 4a1a3

−a1a2 3a2
2 −a2a3 4a1a2 4a2a3 0

−a1a3 −a2a3 3a2
3 0 4a2a3 4a1a3

4a1a2 4a1a2 0 4(a2
1 + a2

2 + a2
3) 8a1a3 8a2a3

0 4a2a3 4a2a3 8a1a3 4(a2
1 + a2

2 + a2
3) 8a1a2

4a1a2 0 4a1a3 8a2a3 8a1a2 4(a2
1 + a2

2 + a2
3)




. (4)



132 Ëåêöèÿ 10Î÷åâèäíî, ÷òî ìàòðèöåé æåñòêîñòè äëÿ ∫
e(i)

∂vh/∂y ∂uh/∂y dxdy ÿâëÿåò-ñÿ ìàòðèöà K(b), êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ îò K(a) ëèøü òåì, ÷òî ó íåå âñþäóâìåñòî aj ñòîÿò bj (ñì.(8.13), (8.15)), à ïîëíàÿ ìàòðèöà æåñòêîñòè êîíå÷-íîãî ýëåìåíòà e(i), îòâå÷àþùàÿ îïåðàòîðó Ëàïëàñà åñòü
K(i) = K(i)(a) + K(i)(b).Ýòó ìàòðèöó, êàê è ìàòðèöó (8.21) ëèíåéíîãî òðåóãîëüíîãî ýëåìåíòà,ìîæíî çàïèñàòü â èíâàðèàíòíîì âèäå, òî åñòü â âèäå, íå çàâèñÿùåì îòðàñïîëîæåíèÿ òðåóãîëüíèêà e(i) íà ïëîñêîñòè Oxy

K(i) =
1

12S
×




3l21 l1l2 cos θ3 l1l3 cos θ2 −4l1l2 cos θ3 0 −4l1l3 cos θ2

3l22 l2l3 cos θ1 −4l1l2 cos θ3 −4l2l3 cos θ1 0
3l23 0 −4l2l3 cos θ1 −4l1l3 cos θ2

4(l21 + l22 + l23) −8l1l3 cos θ2 −8l2l3 cos θ1

4(l21 + l22 + l23) −8l1l2 cos θ3

4(l21 + l22 + l23)




.

Ïðèâåäåì âèä ìàòðèöû ìàññû òðåóãîëüíîãî êâàäðàòè÷íîãî ýëåìåíòà
M (i) =

∫

e(i)

Φ(i)TΦ(i)dxdy =
S

180




6 −1 −1 0 −4 0

−1 6 −1 0 0 −4
−1 −1 6 −4 0 0

0 0 −4 32 16 16
−4 0 0 16 32 16

0 −4 0 16 16 32




. (5)
3. Ïðÿìîóãîëüíûå êîíå÷íûå ýëåìåíòûÏóñòü îáëàñòü Ω, â êîòîðîé òðåáóåòñÿ íàéòè ðåøåíèå òîé èëè èíîéçàäà÷è, ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêîì ñî ñòîðîíàìè, ïàðàëëåëüíûìè êîîð-äèíàòíûì îñÿì, èëè êîìïîçèöèåé òàêèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Ýòó îáëàñòüëåãêî òðèàíãóëèðîâàòü êîíå÷íûìè ýëåìåíòàìè â âèäå ïðÿìîóãîëüíèêîâ,ñòîðîíû êîòîðûõ òàêæå ïàðàëëåëüíû êîîðäèíàòíûì îñÿì. Ïðîñòåéøèìïðÿìîóãîëüíûì ýëåìåíòîì ÿâëÿåòñÿ áèëèíåéíûé ýëåìåíò ñ óçëàìè â âåð-øèíàõ. Áëàãîäàðÿ îãîâîðåííîé îðèåíòàöèè ýëåìåíòà îòíîñèòåëüíî îñåé



3. Ïðÿìîóãîëüíûå êîíå÷íûå ýëåìåíòû 133êîîðäèíàò áèëèíåéíàÿ �óíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà ýëåìåíòå, íà åãî ñòîðî-íàõ ñòàíîâèòñÿ ëèíåéíîé è ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè çíà÷åíèÿìèâ óçëàõ, ïðèíàäëåæàùèõ ñîîòâåòñòâóþùèì ñòîðîíàì. Ýòî îáåñïå÷èâàåòíåïðåðûâíîñòü êóñî÷íî-áèëèíåéíîé �óíêöèè, îïðåäåëÿåìîé íà êîìïîçè-öèè êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.Çàìå÷àíèå 1. Åñëè áû ñòîðîíû êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ íå áûëè ïàðàë-ëåëüíû êîîðäèíàòíûì îñÿì, òî çàäàííàÿ íà êîíå÷íîì ýëåìåíòå áèëèíåé-íàÿ �óíêöèÿ v(x, y) = a+bx+cy+dxy ïðè ñóæåíèè íà åãî ãðàíèöó áûëàáû íå ëèíåéíîé âäîëü ñòîðîíû, à êâàäðàòè÷íîé, è äâóõ åå çíà÷åíèé ââåðøèíàõ ýëåìåíòà, ïðèíàäëåæàùèõ ýòîé ñòîðîíå, áûëî áû íåäîñòàòî÷íîäëÿ åå îäíîçíà÷íîãî îïðåäåëåíèÿ. À ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, ïðèâåëî áû êòîìó, ÷òî êóñî÷íî-áèëèíåéíàÿ �óíêöèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ ñâîèìè óçëîâûìèçíà÷åíèÿìè â âåðøèíàõ ýëåìåíòîâ, íà êîìïîçèöèè êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâáûëà áû ðàçðûâíîé.Ïîñòðîèì �óíêöèè �îðìû ïðÿìîóãîëüíîãî áèëèíåéíîãî ýëåìåíòà ñîñòîðîíàìè, ïàðàëëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì îñÿì. Íà ðèñ. 3 èçîáðàæåí ðå-ïåðíûé ïðÿìîóãîëüíûé ýëåìåíò ñ óçëàìè â âåðøèíàõ. Ôóíêöèè �îðìûíà ýòîì ýëåìåíòå

1 −1 2

34

−1 0 1

1

t

s

1 −1 3

57

−1 0 1

1

t

s

2

9

6

8 4

�èñ. 3 �èñ. 4îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè
ϕ1(s, t) =

1

4
(1 − s)(1 − t), ϕ2(s, t) =

1

4
(1 + s)(1 − t),

ϕ3(s, t) =
1

4
(1 + s)(1 + t), ϕ4(s, t) =

1

4
(1 − s)(1 + t).

(6)



134 Ëåêöèÿ 10Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïðÿìîóãîëüíîãî êîíå÷íîãî ýëåìåíòà
e(i,j) = {(x, y)| xi−1 6 x 6 xi, yj−1 6 y 6 yj}�óíêöèè �îðìû ïîëó÷àþòñÿ èç (6) ïóòåì çàìåíû ïåðåìåííûõ

x − xi−1

h(i)/2
= s + 1,

y − yj−1

h(j)/2
= t + 1, (7)ãäå h(i) = xi − xi−1, h(j) = yj − yj−1, ò.å.

ϕ
(i,j)
k = ϕk

(
x − xi−1

h(i)/2
− 1,

y − yj−1

h(j)/2
− 1

)
.Íàðÿäó ñ áèëèíåéíûìè ïðÿìîóãîëüíûìè êîíå÷íûìè ýëåìåíòàìè ìîæ-íî ââåñòè â ðàññìîòðåíèå áèêâàäðàòè÷íûå, áèêóáè÷íûå è âîîáùå áèïî-ëèíîìèàëüíûå ïðÿìîóãîëüíûå ýëåìåíòû. Íà ðèñ. 4 èçîáðàæåí ðåïåðíûéïðÿìîóãîëüíûé ýëåìåíò ñ äåâÿòüþ óçëàìè, ðàñïîëîæåííûìè â âåðøèíàõ,â ñåðåäèíàõ ñòîðîí è â öåíòðå. Íå ñîñòàâëÿåò òðóäà âûïèñàòü �óíêöèè�îðìû ýòîãî ýëåìåíòà.

ϕ1 =
1

4
(s − 1)s(t− 1)t, ϕ2 =

1

2
(1 − s2)(t − 1)t,

ϕ3 =
1

4
(s + 1)s(t − 1)t, ϕ4 =

1

2
(s + 1)s(1 − t2),

ϕ5 =
1

4
(s + 1)s(t + 1)t, ϕ6 =

1

2
(1 − s2)(t + 1)t,

ϕ7 =
1

4
(s − 1)s(t + 1)t, ϕ8 =

1

2
(s − 1)s(1 − t2),

ϕ9 = (1 − s2)(1 − t2).

(8)
�àññìîòðåííûå íàìè áèëèíåéíûé è áèêâàäðàòè÷íûé ïðÿìîóãîëüíûåêîíå÷íûå ýëåìåíòû îòíîñÿòñÿ ê ñåìåéñòâó ïîëíûõ áèïîëèíîìèàëüíûõýëåìåíòîâ: �óíêöèÿ, çàäàííàÿ íà ýëåìåíòå, åñòü ïðîèçâåäåíèå ìíîãî÷ëå-íà îò îäíîé ïåðåìåííîé íà ìíîãî÷ëåí îò äðóãîé ïåðåìåííîé. Ïîìèìîòàêèõ ýëåìåíòîâ â âû÷èñëèòåëüíîé ïðàêòèêå âñòðå÷àþòñÿ è, òàê íàçûâà-åìûå, íåïîëíûå áèïîëèíîìèàëüíûå ýëåìåíòû, ó êîòîðûõ â ïðåäñòàâëå-íèè �óíêöèè íà ýëåìåíòå îòñóòñòâóþò íåêîòîðûå ÷ëåíû èç èìåþùèõñÿ óïîëíîãî ýëåìåíòà (íàïðèìåð, ÷ëåí ñ x2y2, èìåþùèéñÿ ó áèêâàäðàòè÷íîãî



3. Ïðÿìîóãîëüíûå êîíå÷íûå ýëåìåíòû 135ýëåìåíòà). Íåïîëíûå ýëåìåíòû èìåþò ìåíüøåå ïî ñðàâíåíèþ ñ ïîëíû-ìè ýëåìåíòàìè ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû è ñîîòâåòñòâåííî ìåíüøåå ÷èñëîóçëîâ. Íî çäåñü åñòü âàæíîå îãðàíè÷åíèå: äëÿ òîãî, ÷òîáû íå íàðóøèòüíåïðåðûâíîñòü êóñî÷íî-áèïîëèíîìèàëüíîé �óíêöèè, çàäàâàåìîé ñâîèìèçíà÷åíèÿìè â óçëàõ, íà êîìïîçèöèè êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, íåëüçÿ òðîãàòüóçëû, ðàñïîëîæåííûå íà ãðàíèöå ýëåìåíòà. Ïîýòîìó íåïîëíûé áèêâàäðà-òè÷íûé ýëåìåíò îáÿçàí èìåòü âîñåìü óçëîâ è âñå íà ãðàíèöå, à ó íåïîë-íîãî áèêóáè÷åñêîãî ýëåìåíòà ÷èñëî óçëîâ ìîæåò áûòü îò ïÿòíàäöàòè äîäâåíàäöàòè (òîëüêî íà ãðàíèöå). Íåïîëíûå ýëåìåíòû, ó êîòîðûõ óçëûðàñïîëîæåíû òîëüêî íà ãðàíèöå, îáðàçóþò òàê íàçûâàåìîå ñèðåíäèïî-âî ñåìåéñòâî. Íà ðèñ. 5 èçîáðàæåí ðåïåðíûé ïðÿìîóãîëüíûé ýëåìåíò ñâîñåìüþ óçëàìè íà ñòîðîíàõ. Ïîñòðîèì åãî �óíêöèè �îðìû. Äëÿ ýòîãîâîñïîëüçóåìñÿ �óíêöèÿìè �îðìû ïîëíîãî
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�èñ. 6áèêâàäðàòè÷íîãî ýëåìåíòà (8). Îäíàêî, áåç äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæå-íèé îäíîçíà÷íî �óíêöèè �îðìû íåïîëíîãî ýëåìåíòà îïðåäåëèòü íåëüçÿ.Ïîýòîìó áóäåì, íàïðèìåð, òðåáîâàòü, ÷òîáû ïðåäñòàâëåíèå �óíêöèè íàêîíå÷íîì ýëåìåíòå â îòëè÷èå îò áèêâàäðàòè÷íîé �óíêöèè íå ñîäåðæà-ëî ÷ëåíà ñ íàèâûñøåé ñòåïåíüþ ïî s è t â ïîñëåäíåé, ò.å. ÷ëåíà s2t2.Ôóíêöèè �îðìû ñèðåíäèïîâà âîñüìèòî÷å÷íîãî ýëåìåíòà, èçîáðàæåííîãîíà ðèñ. 5, êàê îáû÷íî, áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ϕk, k = 1, . . . , 8 , à íà�óíêöèè �îðìû (8) áèêâàäðàòè÷íîãî ýëåìåíòà áóäåì ññûëàòüñÿ êàê íà

ϕ̃k, k = 1, . . . , 9. Èíòåðåñóþùèå íàñ �óíêöèè �îðìû áóäåì èñêàòü â âè-äå ϕk = ϕ̃k + αkϕ̃9, ãäå ïîñòîÿííàÿ αk âûáèðàåòñÿ èç òåõ ñîîáðàæåíèé,



136 Ëåêöèÿ 10÷òîáû â ϕk îòñóòñòâîâàë ÷ëåí s2t2. Èìååì
ϕ1 = ϕ̃1 + α1ϕ̃9 =

1

4
(s − 1)s(t − 1)t + α1(1 − s2)(1 − t2) =

= (s − 1)(t − 1)

[
st

4
+ α1(1 + s + t + st)

]
.Îòñþäà íàõîäèì, ÷òî òðåáóåìîå çíà÷åíèå α1 = −1/4 è ïîýòîìó

ϕ1 = −1

4
(s − 1)(t− 1)(1 + s + t).Àíàëîãè÷íî íàõîäÿòñÿ è îñòàëüíûå �óíêöèè �îðìû

ϕ2 = −1

2
(1 − s2)(t − 1), ϕ3 =

1

4
(s + 1)(t− 1)(1− s + t),

ϕ4 =
1

2
(s + 1)(1− t2), ϕ5 = −1

4
(s + 1)(t + 1)(1− s − t),

ϕ6 =
1

2
(1 − s2)(t + 1), ϕ7 =

1

4
(s − 1)(t + 1)(1 + s − t),

ϕ8 = −1

2
(s − 1)(1− t2).4. Ìàòðèöà æåñòêîñòè áèëèíåéíîãî ýëåìåíòàÏîñòðîèì ìàòðèöó æåñòêîñòè áèëèíåéíîãî ýëåìåíòà, îòâå÷àþùóþ îïå-ðàòîðó Ëàïëàñà. Ïóñòü xi−xi−1 = h(i) = h1, yj−yj−1 = h(j) = h2, Φ(i,j)� ìàòðèöà �óíêöèé �îðìû, à

K
(i,j)
1 =

∫

e(i,j)

[
∂Φ(i,j)

∂x

]T [
∂Φ(i,j)

∂x

]
dxdy.Äåëàÿ â èíòåãðàëå çàìåíó ïåðåìåííûõ (7), íàõîäèì, ÷òî

K
(i,j)
1 =

h2

h1

1∫

−1

1∫

−1




∂ϕ1/∂s
∂ϕ2/∂s

∂ϕ3/∂s
∂ϕ4/∂s



[
∂ϕ1

∂s

∂ϕ2

∂s

∂ϕ3

∂s

∂ϕ4

∂s

]
dsdt. (9)



4. Ìàòðèöà æåñòêîñòè áèëèíåéíîãî ýëåìåíòà 137Èç (6)
∂ϕ1

∂s
= −1 − t

4
,

∂ϕ2

∂s
=

1 − t

4
,

∂ϕ3

∂s
=

1 + t

4
,

∂ϕ4

∂s
= −1 + t

4è, ñëåäîâàòåëüíî,
K

(i,j)
1 =

h2

6h1




2 −2 −1 1
−2 2 1 −1

−1 1 2 −2
1 −1 −2 2


 .Àíàëîãè÷íî íàõîäèì, ÷òî

K
(i,j)
2 =

∫

e(i,j)

[
∂Φ(i,j)

∂y

]T [
∂Φ(i,j)

∂y

]
dxdy =

h1

6h2




2 1 −1 −2

1 2 −2 −1
−1 −2 2 1

−2 −1 1 2


 ,

à ïîëíàÿ ìàòðèöà æåñòêîñòè áèëèíåéíîãî ýëåìåíòà e(i,j) ïðè h1 = h2

K(i,j) =
1

6




4 −1 −2 −1

−1 4 −1 −2
−2 −1 4 −1

−1 −2 −1 4


 . (10)Íàéäåì ãëîáàëüíóþ ìàòðèöó æåñòêîñòè äëÿ êâàäðàòíîé îáëàñòè, ðàç-áèòîé íà ÷åòûðå êâàäðàòíûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòà è èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 6.Ñîãëàñíî ðèñóíêàì 3 è 6 ìàòðèöà èíäåêñîâ èìååò âèä

L =




1 2 9 8

2 3 4 9
9 4 5 6

8 9 6 7


 .Îòñþäà è èç (10) íàõîäèì, ÷òî ãëîáàëüíàÿ ìàòðèöà æåñòêîñòè
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K(f) =

1

6




4 −1 0 0 0 0 0 −1 −2

−1 8 −1 −2 0 0 0 −2 −2
0 −1 4 −1 0 0 0 0 −2
0 −2 −1 8 −1 −2 0 0 −2

0 0 0 −1 4 −1 0 0 −2
0 0 0 −2 −1 8 −1 −2 −2

0 0 0 0 0 −1 4 −1 −2
−1 −2 0 0 0 −2 −1 8 −2

−2 −2 −2 −2 −2 −2 −2 −2 16




.

Ïîñëåäíÿÿ ñòðîêà ýòîé ìàòðèöû îïðåäåëÿåò óðàâíåíèå, îòíåñåííîå ê óçëó9 íà ðèñ. 6, ëåâàÿ ÷àñòü êîòîðîãî åñòü
− 1

3
[(u1 − 2u2 + u3) − 2(u8 − 2u9 + u4) + (u5 − 2u6 + u7)+

+ 3(u2 − 2u9 + u6) + 3(u8 − 2u9 + u4)].Åñëè íåèçâåñòíûå îáîçíà÷èòü ÷åðåç ui,j, ãäå (xi, yj) � êîîðäèíàòû óçëîâ,òî ïîñëå äåëåíèÿ íà h2 ýòî âûðàæåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
−[ux̄x + uȳy +

h2

3
ux̄xȳy]ij. (11)5. Óïðàæíåíèÿ1. Óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ ìàòðèö (4) è (5) ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ 6.1è 6.2, ñîîòâåòñòâåííî.2. Íàéòè âåêòîð íàãðóçêè êâàäðàòè÷íîãî ýëåìåíòà, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî

f(x, y) = 
onst ïðè (x, y) ∈ e(i).3. Ïðè òîì æå óñëîâèè, ÷òî è â çàäà÷å 2, íàéòè âåêòîð íàãðóçêè áèëè-íåéíîãî ýëåìåíòà.4. Ïîñòðîèòü ìàòðèöó ìàññû áèêâàäðàòè÷íîãî ýëåìåíòà.
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